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Résumé :
Soit une couche de fluide infinie, entre deux plans parallèles inclinés, portés à des tempéra-
tures différentes et oscillant en phase. Lorsque la fréquence des vibrations est élevée, la vitesse et
la température sont convenablement décrites par l’intermédiaire d’un système d’équations aux
dérivées partielles autonome qui admet un état de repos. Cet état conductif se déstabilise pour
une valeur critique du nombre de Rayleigh vibrationnel . Les petites solutions bidimensionnelles
stationnaires issues de cette bifurcation appartiennent à une variété centrale et vérifient une
équation différentielle ordinaire : équation réduite ; qui est mise sous forme normale. Le calcul
symbolique permet d’accéder aux premiers coefficients de celle-ci, et l’existence de configura-
tions convectives stationnaires périodiques en espace et homoclines à des solutions périodiques
à l’infini, est démontrée.
Abstract :
An infinite fluid layer is considered between two parallel rigid planes inclined, oscillating
along a direction, which belongs to them, and where different temperature are imposed. When
the frequency of these vibrations is high the fields of velocity and temperature are related to
a system of autonomous partial differential equations with a rest state. This conductive confi-
guration destabilizes at a critical value of the vibrational Rayleigh number, which depends on
the gravitational Rayleigh number but not on the Prandtl number. The small planar stationary
solutions associated with this bifurcation belong to a center manifold and obey an ordinary
differential equation, put into normal form. Symbolic give its leading coefficients. Convective
patterns are shown to exist.
1 Introduction
Un nombre important d’études sur l’influence du g-jitter notamment sur la convection, a
été entrepris depuis plusieurs années et ce en vue de la mise en service de la station spatiale
internationale. Cette accélération parasite est due aux mouvements de l’équipage et aux fonc-
tionnement des appareils embarqués ainsi qu’aux changements d’orbites.
2Un des objectifs de la station orbitale est de s’affranchir de la pesanteur pour réaliser des
expérimentations en gravité réduite et éviter les effets de la convection naturelle nuisible à la
croissance des cristaux de haute pureté. L’enjeu est donc de savoir si, et dans quels cas, le
g-jitter peut générer un mouvement convectif qui serait alors très dommageable vis à vis des
expériences embarquées. D’autre part comment on utilise l’action stabilisante ou déstabilisante
des vibrations sur les écoulements convectifs. Le g-jitter est couramment modélisé par une accé-
lération harmonique du type b sin(Ωt) orientée selon une direction privilégiée. Ces mécanismes
ont été étudiés théoriquement et numériquement depuis plusieurs décennies. Nous citons les
travaux de Simonenko [6] (1972), Gershuni et Zhukhovitskii [2](1981) et Bardan, Knobloch,
Mojtabi et Khallouf [1](2001)
Notre contribution consiste à étudier l’impact des vibrations pour contrôler les mécanismes
d’instabilités dus aux gradients de densité. L’objet de ce travail est l’étude d’écoulements qui
sont induits dans une couche de fluide par un gradient de température lorsque des vibrations
très rapides sont imposées à deux plans parallèles rigides qui représentent les frontières du
milieu.
2 Problème
On considère un fluide visqueux de coefficient d’expansion thermique β∗, confiné entre deux
parois rigides P1 et P2 parallèles à (xOy), maintenus à des températures différentes T ∗1 et T ∗2 ,
distants de h∗. On suppose que P1 et P2 oscillent en phase le long d’un axe bien précis. Nous
étudions les champs de vitesse et de température dans cette couche de fluide, en travaillant
dans le référentiel lié à P1 et P2, où on peut constater qu’il existe deux forces qui agissent
sur le fluide : le champ de gravitation terrestre −ρg∗e∗z où ρ∗ désigne la masse volumique
et −g∗e∗z désigne le vecteur accélération de la pesanteur et le champ de force oscillatoire de
la forme (ρ∗b∗(Ω∗)2 cos Ω∗t)k∗ représente la force d’inertie d’entraînement du système, avec
k∗ = cosα∗e∗x + sinα
∗e∗z le vecteur unité le long de l’axe des vibrations et α∗ = (e∗x, k∗) l’angle
des vibrations. La fréquence des oscillations est désignée par Ω∗ et leur amplitude par b∗. Nous
considérons un milieu non borné dans les directions (Ox) et (Oy). Nous imposerons un débit nul
à travers les sections droites perpendiculaires à (xOy). Nous utilisons les équations de Navier-
Stokes et de la chaleur sous l’hypothèse de Boussinesq.
Les équations sont adimensionnées en prenant comme échelles de référence : (h
∗)2
ν∗ le temps
caractéristique visqueux, χ
∗
h pour les vitesses, A
∗ = |T ∗1 − T ∗2 | la différence de température
entre les parois chaude et froide pour l’adimensionnalisation de la température et ρ∗ ν
∗χ∗
(h∗)2 pour
la pression où χ∗ et ν∗ sont respectivement la diffusivité thermique et la viscosité cinématique.
Le système s’écrit sous forme adimensionnelle :
∂tV
′ + 1Pr (V
′.∇)V ′ = −∇p′ + ∆V ′ +RaT ′ez − ηΩT ′ cos(Ωt)k
Pr∂tT
′ + (V ′.∇T ′) = ∆T ′
∇.V ′ = 0
(1)
Le nombre de Prandtl Pr, le nombre de Rayleigh Ra et le paramètre η sont définis par :
Pr =
ν∗
χ∗
Ra =
β∗h∗3A∗
ν∗χ∗
η = Ω∗b∗
h∗A∗
χ∗β∗
.
Si la fréquence Ω∗ des oscillations est suffisamment élevée Gershuni et Zhukhovitskii [2](1981),
la vitesse V ′ se décompose en première approximation en une réponse directe aux oscillations
−b∗Ω∗ sin(Ωt)ω plus un champ V . Le vecteur ω est défini par l’existence d’une fonction ψ
telle que : Tk = ∇ψ + ω et ∇.ω∗ = 0, et par des conditions aux limites exprimant que sa
3composante normale au bord du réservoir s’annule aux frontières. Pour le réservoir non borné
que nous considérons, ceci signifie que sa composante le long de z s’annule lorsque z = 0 ou
z = 1, et que son flux à travers les plans parallèles à xOz et yOz est nul.
Nous dirons alors que ω est la partie solénoïdale du champ Tk. Les grandeurs T et V sont
solutions du système :
∂tV +
1
Pr (V.∇)V = −∇p+ ∆V +RaTez +R2(ω.k)∇T
Pr∂tT + (V.∇T ) = ∆T
∇.V = 0
(2)
La variable d’espace (x, y, z) appartient à R2 × [0, 1] et les conditions aux limites sont
V (z = 0 ou z = 1) = T (z = 1) = 0, T (z = 0) = 1,
∫ 1
0
V.exdz = 0,
∫ 1
0
ω.exdz = 0.
R2 = (Ωαbh(T1−T2))22νχ = η
2
Pr est le nombre de Rayleigh vibrationnel.
3 Existence d’une variété centrale
Pour toutes les valeurs des paramètres R, Ra et Pr, le problème (2) admet une solution, dite
état de conduction, correspondant à V = 0 et à un champ de température stratifié T = 1− z.
Pour le problème physique (1) , ceci correspond à des oscillations ”en bloc” du fluide. Une étude
sommaire de sa stabilité basée sur la méthode "Compound matrix method" nous a permis de
montrer l’abscence de solutions stationnaires bidimensionnelles pour le problème moyenné tant
que le nombre de Rayleigh vibrationnel est inférieur à une valeur critique Rc(Ra) qui dépend
du nombre de Rayleigh gravitationnel. En effet l’état de repos reste linéairement stable lorsque
R < Rc(Ra). Ceci signifie que dans le cas de l’apesanteur et k = ex, l’état de conduction ne
subit pas de bifurcation vers un autre état stationnaire pour R < Rc = 46, 13. Au delà de
nouvelles configurations apparaîssent. Nous nous sommes intéressé aux solutions stationnaires
bidimensionnelles.
Pour faciliter l’étude de cette bifurcation, on introduit le changement d’inconnues :
Wx = ∂xVx − p−R2(z
2
− z
2
2
) cosα+Ra(z − z
2
2
), Wz = ∂xVz, V = Vxex + Vzez,
T = 1− z + θ
R
, Θ = ∂xθ, ω = (− 1
R
∂zϕ)ex + (
1
R
∂xϕ)ez et Φ = ∂xϕ.
En posant Λ = (R,Ra, α), le problème (2) admet une solution indépendante de t et de y si et
seulement si, avec UT = [ Vx, Vz, Wx, Wz, ϕ, Φ, θ, Θ ]
∂U
∂x
= LΛU +N1(U,U) + 1
Pr
N2(U,U) dans H (3)
(LΛU)
T = [ −∂zVz, Wz, −∂2zVx +R(z − 12 )Θ cosα, −2∂2zVz − ∂zWx
+R((z − 12 )∂zθ cosα− ∂zϕ)− RaR θ, Φ, −∂2zϕ− ∂zθ, Θ, −∂2zθ −RVz]
N1(U,U)T = [ 0, 0, Θ(∂zϕ), ∂zϕ(∂zθ), 0, 0, 0, VxΘ + Vz(∂zθ) ]
N2(U,U)T = [ 0, 0, −Vx(∂zVz) + Vz(∂zVx), VxWz + Vz(∂zVz), 0, 0, 0, 0 ]
H = Hˆ10 [0, 1]×H10 [0, 1]× L2[0, 1]× L2[0, 1]×H10 [0, 1]× L2[0, 1]×H10 [0, 1]× L2[0, 1].
4L’opérateur LR est défini de D dans H avec :
D = (Hˆ2[0, 1] ∩H10 [0, 1])×H20 [0, 1]× Hˆ1[0, 1]×H10 [0, 1]× ((H2[0, 1] ∩H10 [0, 1])×H10 [0, 1])2.
Ici Xˆ désigne l’ ensemble des éléments de X avec une moyenne nulle.
On montre que N1 et N2 sont assez réguliers, et l’opérateur LΛ est continu de D dans H et
vérifie :
Lemme : Il existe une constante C > 0 telle que pour |s| grand (LΛ − isId)−1 soit continu
de H dans D avec :
‖(LΛ − isId)−1‖L(H,H) ≤
C
|s| .
Le spectre imaginaire pur de l’opérateur LΛ, σ(LΛ) ∩ iR est formé d’un nombre fini de
valeurs propres isolées de multiplicités finies.
Par conséquent la somme directe de tous les sous espaces propres généralisés qui leurs sont
associés est de dimension finie. C’est le sous espace critique et on le note H1 :
H1 =
⊕
s∈R
(
⋃
n∈IN∗
Ker(LΛ − isId)n).
Ceci assure (Mielke [3] 1988), l’existence d’une variété centrale de dimension finie, tangente
à H1, à l’origine (état de conduction), localement invariante par le flot de (3) et sur laquelle
sont tracées ses petites solutions.
Quel que soit (Pr,Λ0), les petites solutions de (3), sont, pour Λ voisin de Λ0, de la forme
Uc + h(Λ− Λ0, Uc, P r) (4)
où Uc appartient à H1, alors que h est une application différentiable, non linéaire comme N et
prend ses valeurs dans le sous espace hyperbolique de l’opérateur LΛ.
En reporatnt (4) dans (3) on obtient une équation différentielle ordinaire (équation ré-
duite) :
d
dx
Uc = F(Uc,Λ− Λ0, P r) (5)
où F reproduit les symétries du problème de départ (2). L’ordre de l’équation différentielle (5)
est la dimension du sous espace critique H1.
L’opérateur LΛ a des valeurs propres imaginaires pures si et seuleument si R ≥ Rc. Si
R < Rc, H1 = {0} et l’état de conduction est isolé parmi les solutions de (2) indépendantes
de t et de y. Le calcul algébrique exact et son application numérique donnent, pour α fixé et
en apesanteur, avec une meilleure précision Rc mais aussi les valeurs propres imaginaires pures
±isc de LΛc (Λc = (Rc, 0, α0)), et le sous espace critique H1. Si U pour vecteur propre de LΛ
pour la valeur propre is, sa cinquième composante vérifie :
∂8zϕ− 4s2∂6zϕ+ 6s4∂4zϕ− s2(4s4 +R2(1− cosα) +Ra)∂2zϕ+ s4(s4 −R2 cosα+Ra)ϕ = 0
(6)
pour z ∈ [0, 1], avec les conditions aux limites :
ϕ = ∂3zϕ− s2∂zϕ = ∂4zϕ− 2s2∂2zϕ = ∂7zϕ− 4s2∂5zϕ− s2(−3s4 +R2)∂zϕ = 0. (7)
en z = 0 et z = 1.
Inversement dès que (6)-(7) admet une solution ϕ 6= 0, on sait construire un vecteur propre
U de LΛ. Les solutions de (6) sont en ϕ =
j=4∑
j=1
aj cosh(rjz) + bj sinh(rjz) où les ±rj sont racines
5de l’équation caractéristique de (6). Le problème (6)-(7) admet une solution non triviale en
même temps que le système linéaire équivalent à (7) vérifié par les (aj , bj).
Nous avons mis en place une méthode combinant le calcul formel (Maple) et son application
numérique, qui permet, pour α fixé, de déterminer avec précision Rc(Ra), mais aussi les valeurs
propres imaginaires pures de LΛ ainsi que les sous-espaces propres généralisés correspondants
et le sous-espace critique H1. Nous l’avons mise en évidence pour étudier plus particulièrement
le cas de l’apesanteur, dans lequel Ra s’annule. Mais certains résultats utiles à la bonne marche
de cette méthode sont valables quelle que soit la valeur de Ra.
Dans le cas de l’apesanteur, nous avons obtenu avec une meilleure précision Rc mais aussi
les valeurs propres imaginaires pures ±isc de LΛc et le sous espace critique H1.
Lorsque R > Rc, sans être trop grand, H1 est de dimension quatre sur C, et les valeurs
propres de LΛc sont ±is1 et ±is2 qui tendent vers ±isc lorsque R → Rc par valeurs supérieures.
Le sous espace propre généralisé de LΛc associé à la valeur propre isc est engendré par V1(sc)
et V2(sc), cependant que celui qui est associé à −isc est engendré par les vecteurs conjugués,
l’opérateur LΛc étant réel. D’où H1 = 〈V1(sc), V2(sc), V 1(sc), V 2(sc)〉. Dans cette base, que
nous désignons par (V1, V2, V 1, V 2), la restriction de LΛc à H1 a pour matrice :
isc 1 0 0
0 isc 0 0
0 0 −isc 1
0 0 0 −isc

Ceci implique (Iooss et al [3]) que pour R ' Rc, les petites solutions de (3) s’écrivent U =
A1V1 +A2V2 +A1V 1 +A2V 2 +H(µ,A1, A2, A1, A2), avec H régulière d’ordre 2, µ = R−Rc,
et
dA1
dx
= iscA1 +A2 + iA1P (µ, |A1|2, i
2
(A1A2 −A1A2)) + F1(µ,A1, A2, A1, A2) (8)
dA2
dx
= iscA2 + iA2P +A1Q(µ, |A1|2, i
2
(A1A2 −A1A2)) + F1(µ,A1, A2, A1, A2) (9)
Les polynômes P et Q, à coefficients réels, sont de degré k arbitraire, cependant que F1 et
F2 sont régulières d’ordre 2k + 3 en les A1, A2, A1, A2 et
√
µ avec Fj(µ,A1,−A2, A1,−A2) =
(−1)jFj(µ,A1, A2, A1, A2). La partie principale de P et Q :
P˜ = −p1µ+ p2|A1|2 + p3 i2 (A1A2 −A1A2)
Q˜ = −q1µ+ q2|A1|2 + q3 i2 (A1A2 −A1A2)
(10)
Les pi et qi sont obtenus en identifiant les différents ordres en les Ai, Ai et µ dans l’équation
obtenue en reportant (8-9) dans (3).
On calcule p1, q1 et q2, en résolvant pour λ = 0 ou 2isc des équations en
(LRc − λId)X = Y (11)
(LRc = LRc,0,0), et en exprimant qu’avec λ = isc des équations du type (11) ont des solutions.
Il s’agit donc de résoudre des équations différentielles à coefficients constants avec, au second
membre, des exponentielles.
Lorsque λ = isc, (11) implique que (LRcU | U∗)(L2)8 = (U | L∗RcU∗)(L2)8 , L∗Rc désignant
l’adjoint de LRc pour le produit scalaire de (L2)8. On obtient
p1 = 0, 237, q1 = 0, 316, q2 = 1, 64× 10−3 − 1, 21× 10−5 1
Pr
+ 0, 775× 10−5 1
Pr2
.
Tant que Pr n’est pas trop petit, q2 est toujours positif et la bifurcation vers la convection
vibrationnelle est supercritique.
64 Description des solutions de (3)
D’après Iooss et Pérouème ([4]), l’équation complète admet des solutions voisines de celles
de (8)-(9) tronquée, à l’ordre 3 par exemple.
A cause de l’allure de la partie linéaire de (8)-(9), les résultats de Iooss et al ([3]) et Iooss et
Pérouème ([4]) impliquent pour (8)-(9) l’existence de solutions périodiques en x. Elles s’écrivent
U =
√
µr1e
i((sc+δ
√
µ)x+ψ0)V1 + µr2e
i((sc+δ
√
µ)x+pi2 +ψ0)V2 + c.c
+H(
√
µ, r1e
i((sc+δ
√
µ)x+ψ0), r2e
i((sc+δ
√
µ)x+pi2 +ψ0))
(12)
avec ψ0 réel arbitraire et δ dans un intervalle centré en 0.
En première approximation le champ des températures du problème moyenné (2), qui cor-
respond est
T = 1− z + 2Rc cos((sc + δ
√
µ)x+ ψ0)(
√
µr1θ1(z) + µr2iθ2(z))
+µ1(µ, δ, Pr, x, z) +O(µ
3
2 )
(13)
La composante longitudinale de la vitesse du fluide (au terme vibratoire près) est
Vx = 2i sin((sc + δ
√
µ)x+ ψ0)(
√
µr1Vx1(z) + µr2iVx2(z))
+µ2(µ, δ, Pr, x, z) +O(µ
3
2 ).
(14)
Ces configurations périodiques sont indexées par le paramètre δ : il fixe leur longueur d’onde,
ainsi que r1 et r2 par
r21 =
q1 − δ2
q2
+O(
√
|µ|) et ± r2 = δr1 +O(
√
|µ|)
Leur amplitude dépend donc de µ, δ et Pr. Les θj sont les composantes en θ de V1, et V2 : les
θj sont paires en(z − 1/2), j sont négligeables sauf si Pr ≤ 0, 01 ou |δ| ≤ 0, 1 ; même s’il est
petit Pr influence peu la forme des rouleaux convectifs pour R voisin de Rc.
Nous avons aussi déterminé d’autres structures indépendantes du temps solutions du pro-
blème moyenné. Toutes correspondent à des rouleaux convectifs dont l’amplitude est soit uni-
forme soit lentement modulée dans l’espace.
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